Hydrodynamik (A) ED

Dynamik ist der Teil der Mechanik, der insbesondere die Ande-
rung des Bewegungszustandes von Korpern - infolge der Einwir-
kung von Kraften - behandelt.

In der Fluiddynamik (Mechanik der Flissigkeiten und Gase) wird
angenommen, dass Fluide zwar aus Teilchen bestehen. Sie kon-
nen aber als sogenanntes Kontinuum behandelt werden, - also
den Raum zusammenhangend ausflllende Materie. Dabei stellt
die Formanderung den Regelfall dar.

Im Rahmen dieser Lehrveranstaltung wird die Dynamik nur bezo-
gen auf Flussigkeiten (insbesondere Wasser) behandelt.
Bewegungen sind generell durch die Existenz von Geschwindig-

keiten v und Beschleunigungen a gekennzeichnet.
Wird mit s die Weglange und mit t die Zeit bezeichnet, ist die

. 2
Geschwin- |, _ 9 | g die Beschleunigung: |a = 9 _ 9°S
digkeit: dt

dt dt?
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Die Geschwindigkeit ist eine Funktion der beiden Verander- ED
lichen s und t.

Dann lautet das totale Differential (Zuwuchs der Funktion
V(s,t) um ds in s-Richtung und dt in t-Richtung):

dv = Y ds + 2V gt

0S ot

Die substantielle Beschleunigung ist demnach:
dv. ov ds ov dt

oS dt ot dt

dt
oV oV
a=—V+ —
Man nennt 0S ot
oV . .
-V = konvektive Beschleunigung und

O S
oV _

= lokale Beschleunigung.
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Instationdre Stromungen: / ED
Im allgemeinen in Systemen mit beiden Beschleunigungsarten

(Substantielle Beschleunigungen). Insbesondere andert sich an
bestimmten Orten die Geschwindigkeit Uber der Zeit.

Geschwindigkeit v
A

vV # konst.

Zeitt

* ]
o . oV
Instationare Stromung: E =0

Beispiele: Full- und Entleerungsvorgange bei Behaltern (Schleu-
senkammern, Talsperren), Wasserwellenbewegung.

(— Hydromechanik 1)
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Stationare Stromungen: / ED
Es liegen ausschliel3lich konvektive Beschleunigungen vor.
Das instationare Glied ist gleich Null:  ov

i

Geschwindigkeit v

A

v = konst.

¢ ] - Zeitt
Stationare Stromung
An einem bestimmten Ort andert sich die Geschwindigkeit v nicht

Uber der Zeit t. Die Geschwindigkeit kann sich aber von Ort zu Ort
andern.

Stationare Stromungen werden in der Hydromechanik | aus-
schlieRlich behandelt. © 2002 Busching, F.: Hydromechanik 05.4



Kontinuitdtsgleichung: Bel stationarer Stromung ei-
ner inkompressiblen Flussigkeit

Der fussige V1 dringt in der Zeiteinheit dt in
Inhalt einer ein Kontrollvolumen (zwischen
“Stromrohre” | A, und A,) das gleiche ele-
wird mentare Volumen dV ein, das
“Stromfaden” in der gleichen Zeiteinheit
genannt. auch wieder austritt:

dvV = A v, -dt = A, .v, -dt
A v, = A, v,

Der Durchfluss Q (in Volumen
pro Zeiteinheit, z.B. in m3/s) ist
konstant:

/ Q=A-v =konst.
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Anwendung auf kompressible Medien: / ED

Bei kompressibler FlUssigkeit (Gas) tritt an die Stelle des
Volumens die ein- und austretende Masse.

P ALV =p, A,V

Der Massenstrom Q,, (z.B. in t/s) bleibt konstant:

Q, =p-A-v=Kkonst

Dies ist der Satz von der Erhaltung der Masse.

Demnach ist die Kontinuitatsgleichung der Hydromechanik eine
besondere Form dieses Satzes fur inkompressible Flussigkeiten,
die dadurch gekennzeichnet sind, dass

0, = p, = p = konst .
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Zweidimensionale Stromung: / ED

A
Beliebiges
Stromungsfeld

Va7
i

Die Formulierung der Kontinuitatsbedingung fur eine ebene (zwel-
dimensionale) Stromung greift auf die Darstellung eines Stro-

mungsfeldes mit Hilfe von Stromlinien zurtck.
Unter den oben dargestellten Stromungsbedingungen herrscht
auf den Seiten AB und BC des infinitesimalen Rechteckes ABCD

Einstrom und auf den Selten CD und DA Ausstrom.
2002 Busching, F.: Hydromechanik 05.7




Die Stromungsgeschwindigkeit andert sich sowohl in x- als
auch in y-Richtung mit dem Ort: (— konvektive Beschleunigung;

y
oV
t (Vy+5_yy'dyj'dx Ausstrom
oV
. — — |V, +—2-dXx |-d
Vi -dy s (X X j y
Einstrom
Vv, -dx
¢ X
Einstrom = Ausstrom
av oV
v, -dy +v, -dx =v, dx+a— dy -dx +v, dy+aX -dx -dy
y X
oV
O——y-dy-dx+aVX dx -d 1
oy OX dx -dy
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Kontinuitatsgleichung fur ED
zweidimensionale Stromungen:

N, . v, _0
OX oy
In Worten:
Die Summe der Anderungen der
Kontinuitatsgleichung fur Geschwindigkeitskomponenten

dreidimensionale Stromungen: beziglich der Kordinatenrich-
tungen (partiellen Ableitungen)

v . S ist gleich Null.
x4 Y420
X O Oz
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Allgemeine Aussaqge der Kontinuitatsgleichunag: / ED

Q=A-v =konst

Die Stromungsgeschwindigkeit wird umso hoher, je kleiner der
Durchstromquerschnitt A ist:

Beispiel: Q = 1m3/s = konst.
A =1m? — v, =Q/A;=1m/s

A, =0,1m? — v, = Q/A, = 10m/s
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Beispiel: Kontinuitatsgleichung

gegeben:

v, =05m/s
D, =0,om
v,=3m/s
L, =10m
B, =10m
B, =10m
vV, =04m/s

Q = A-v =konst. o

v Uberfallwehr
™, Uberfall-
“ ™y strahl
. 1"',"’*1! Freispiegel-
? ' 1 gerinne
1
Schieber Behalter T w s
Pumpe *D1
I =‘|.i.|" 1, h —_— v3 "
.......................... ;T'l !%E ,ILJ3
* - Druck- - I o
Saugrohr - D rohr 2
11— 0
s
|
ey Brunnen gesucht:

P e P

.. b i e
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2
Q=v,-A =32 2’5 = 0589m°/s =v, - A,

Q=v,-A > D, = 05894 _ 1 505m
7-05
vzzg:@_%%m/s
A 1.1
V, = Q _ 0,089 — h, = 0,589 = 1,473 m
A, B,-h, 1,0-0,4
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Energiesatz: Satz von der Erhaltung der Energie.
Ableitung des Energiesatzes (synthetisch)

Der Energiesatz folgt als ein sog. intermediares
Integral (= Zwischenform) aus der NEWTONSschen
Grundgleichung. F=m-a
Fur reibungsfreie, stationare und
zweidimensionale Stromung:

y A

a

Isaac Newton (1643-1727)

. mg %/
N
AN . X
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Es wird aus einem beliebig gefom-ﬁo
ten Stromfaden in der x-y-Ebene

ein infinitesimales Element der

Lange ds herausgeschnitten und

die Krafte in Bewequngsrichtung
betrachtet.

Die resultierende Kraft ergibt

sich zu
F=m-g-sina-A-dp
Schwerkraft- Druck-

anteil anteil
A ist dabei der (beliebige) Durchflussquerschnitt des Stromfadens.
Der (unbekannte) Druck &ndere sich auf dem Wege ds um dp.
Der Druckantell ist bei der Drucksteigerung dp negativ, weil ein
positiver Druckanstieg der Bewegung entgegenwirkt.

(Reibungskrafte etwa an den Begrenzungen entlang ds bleiben
unberUCkSiChtigt I) © 2002 Busching, F.: Hydromechanik 05.14



F=m-g-sinag—-A-dp Z[')

Es wird zunachst die rechte Seite der Gleichung betrachtet:
Die Masse des herausgeschnittenen Elementes ist

m=p-dV=p-A-ds

Da eine Betrachtung in der sich mit dem Wege s dndernden Be-
wegungsrichtung im x-y-Koordinatensystem ungunstig ist,
wird ds ausgedriickt durch ds — dx
COSox
dx

.g-Sina — A-dp und weiter
COS o
F=m-a=p-A-dx-g-tana - A-dp

Bei der gewéahlten Geometrie ist die Steigung der Bahnlinie nega-
tiv (stumpfer Komplimentarwinkel zu o), d.h.,

damitist tanag =-y'= _d_
X
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F:m-a:p-A-dx-g-(—g—yj—A-dp
X

F=m-a=—p-A-g-dy—A-dp

Linke Seite der Gleichuna: dv

Mit a = dv/dt wird F:m.azp.A.dS.E

Darinistds/dt=vundeswird F=m-.-a=p-A-v-dv

Linke Seite = rechte Seilte:
1

F: AVdV:— A d —Ad
Je P g -ay pA-p-g
v - dv _dy - dp

9 P9
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vV - dv _ _dy - dp
g P -9
Umagestellt und Integration:
1
P9
ergibt bel unbestimmter Integration:

_[dy+ jdp+g£_[v-dv=0

y + b, Y +C =0
p -9 2 -9

Energiesatz:
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Die Integrationskonstante C ist frei wahlbar und wird hier durch@
die Wahl eines “Bezugshorizontes” y = 0 (als Randbedingung) be-
stimmt. C = hg ist dann die HOhe des Energiehorizontes Uber dem
Bezugshorizont. Sie wird als Gesamthohe hg bezeichnet und ist
fur das Gesamtsystem konstant.

Bel bestimmter Integration bezlglich zweier Stellen 1 und 2 des
Stromfadens wird: 2 1 2 1 %

jdy+ Idp+—v-dv=0
1 P -9 1 g -

1

1(vZ v}
Nach Umstellung lautet die HOhenform des Energiesatzes:
2 2
y, + P, . Vo —y, P, Vu
pP-9 2-9 pP-9 2-9

Orts- Druck- Geschwin-
hohe hohe digkeitshdhe
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Die Ortsh6he y[m]

reprasentiert die Potentielle Energie (Energie der Lage). Sie ist
die mit einem Vorzeichen behaftete Entfernung des betreffenden
Schwerpunktes des Durchstromquerschnittes vom Bezugshori-
zont y = 0. Sie bezeichnet die Lage der zentralen Stromlinie.
Die DruckhG6he p/y = p/pg [m]

reprasentiert die Druckenergie. Sie erstreckt sich vom Schwer-
punkt des Durchstromqguerschnittes aus positiv (nach oben) flr
Druckspannungen p > pg (= barometrischer Luftdruck) und
negativ fur Druckspannungen p < pg , d.h., fur Unterdrtcke.

Sie bezeichnet die Lage der Drucklinie.

Die Geschwindigkeitshéhe v4/2g [m]

reprasentiert die Kinetische Energie. Sie ist positiv und erstreckt
sich zwischen der Drucklinie und der Energielinie.

Die Gesamthohe he [m]
reprasentiert die Summe aller Energieanteile. Sie erstreckt sich

zwischen Bezugshorizont und Energielinie.
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Beispiel: Reibungsfreie Stromung in einem geneigten Rohr;
Bezugshorizont y = 0 im Schwerpunkt von Querschnitt A,

e Energielinie —7r— Energiehorizont
vV, t—1 V>
| 129] Drucklinie 2-9
A Druckrohrleitung
! Bezugshorizont
I
I
1 Druckspaznnunq 2 : DaD, =D,
P \ P \' ISt auch
e =y + =t =Y, = o v2/2g = konst
p-9 2-9 p-9 2-9 '

Wird der frei wahlbare Bezugshorizont in den Schwerpunkt eines
Rohrquerschnittes gelegt, wird hier die Ortsh6he gleich Null.
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Beispiel: Horizontale Rohrstromung mit Durchmesser D rei- } ED
bungsfrel; Bezugshorizont y = 0 in HOhe der Rohrachse.

Energielinie . .
— oz 1 Energiehorizont
" Drucklinie 129 : Druckrohrleitung
he i\ P i he
o\ P9
Y | .
y=0%“ 8 - _\\: —— ;(g -—  Bezugshorizont
1§ } 2
Fruc SDann;mCl : Da Dl — DZ’
- P, v, P, Vv, ISt auch
hE_y1+p-g+2-g_y2+p-g+2-g v2/2g = konst.

Wird der frei wahlbare Bezugshorizont in die horizontale Rohr-

achse gelegt, sind beide Ortsh6hen gleich Null.
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Beispiel: Horizontale Freispiegelstromung reibungsfrei; / ED
Bezugshorizont y = 0 in H6he der Sohle

Energielinie Energiehorizont

i v* i Freispiegelgerinne
_Drucklinie v V.. 20| _ Randstromlinie
he y)=vh-y) = = i = Wasserspiegel
y ......................... _:: ——————. :__._ Stromlinie
I =v-h — |h | |hg
y=0" ' Randstromlinie Soh-
1 2 le = Bezugshorizont
Fur alle Stromlinien ist v(y) = konst. und die hydrostatische Druck-
spannung p = v-(h - y). Es wird dann 2 2
p gp=y(h-y) v+2+ Y Cyihoy) e
y 2-9 2-9
Der Energiesatz flr Freispiegel- V2
gerinne vereinfacht sich: h+ 2.g = hg = konst.
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