Kinematik der elliptischen Bewegung
als Resultat der Uberlagerung
zweier konzentrischer gegenlaufiger
Kreisbewegungen

von Fritz Biisching
(http://orcid.orc/0000-002-6673-8273)

Problemstellung und Zusammenfassung

Die bei Wasserwellen auftretende Veranderung der Orbitalbewegung (von etwa
kreisformiger im Tiefwasser zu zunehmend elliptischer bei abnehmender Was-
sertiefe) wird - abweichend von der konservativen Betrachtungsweise des soge-
nannten Shoaling-Prozesses — a priori auf ein Reflexionsphanomen zurickge-
fuhrt.

Dabei wachsen die langen Hauptachsen der Ellipse auf Kosten der kurzen Haupt-
achsen.

Fur Tiefwasserbedingungen (d/L > 0,5) wird nach der verwendeten Theorie ERR
des Autors [1] beispielsweise an der Wasseroberflache die zirkulare Kreisbewe-
gung des Durchmessers D1 (= Wellenhohe H) mit derjenigen eines kleineren
Kreisdurchmesser D, Uberlagert.

Dabei gilt die bekannte Beziehung

D, = D _e-ZTtd/L
mit d/L als Verhaltnis der Wassertiefe zur Wellenlange.

Dem Phanomen der exponentiell reduzierten Reflexion (ERR) wird dadurch
Rechnung getragen, dass dieses sich auf eine Wassertiefe d < L/2 bezieht, in der
eine Spiegelung (= Reflexion) angenommen wird und dementsprechend eine
Umkehr des Drehsinnes der zu tberlagernden Orbitalbewegung erfolgt.

Im Falle einer vorgegebenen Wassertiefe (Spiegeltiefe) d, < L/2 ware der an der
Wasseroberflache vorhandenen zirkularen Orbitalbewegung des Durchmessers
D1 die Orbitalbewegung des Durchmessers D, zu Uberlagern, die sich nach dem
0.a. Exponentialgesetz in der doppelten Entfernung 2d, vom Wasserspiegel
ergibt.

Die vorliegende Theorie wird einerseits an einem Beispiel der Berechnung der
Kinematik fir Wasserwellen hinsichtlich der Bemessung von Offshore-Bauwer-
ken [3] Uberprift und andererseits dem Beispiel des Umlaufes der Erde um die
Sonne den Ergebnissen der bekannten Epizykeltheorie an die Seite gestellt. Da-
bei wurden die Datenangaben fiir die Beschreibung der Erdbahn aus Wikipedia,
(Lemma ,,Erdbahn“), verwendet



1. Einleitung

Bekanntlich kann nach der aus der Astrologie bekannten Epizykeltheorie die
Bahn einer Ellipse aus zwei Kreisbewegungen zusammengesetzt werden, wenn
diese entgegengesetzte Umlaufrichtungen und gleiche Winkelgeschwindigkei-
ten w aufweisen. Dabei bewegt sich der kleinere Kreis mit seinem Mittelpunkt
auf dem Umfang des groBeren Kreises. Derartig beschriebene Ellipsen liegen
auch den Ergebnissen von Kepler bezliglich seiner Satze zur Planeten- und Satel-
litenbewegungen zugrunde.

Die hier dargestellte Methode des Autors fiir die Beschreibung der elliptischen
Bewegung basiert ebenfalls auf der Verwendung zweier Kreisbewegungen mit
Durchmessern D; < D;, gleichen Winkelgeschwindigkeiten w und entgegenge-
setztem Umlaufsinn.

Es handelt sich jedoch um konzentrische Kreisbewegungen, von denen die Um-
fangsgeschwindigkeit des kleineren Kreises als reduziert gespiegeltes Abbild der
Umfangsgeschwindigkeit des groRReren Kreises verwendet wird. In diesem Fall
liegen zwei Orbitalbewegungen mit unterschiedlichem Drehsinn vor, deren Um-
fangsgeschwindigkeiten vektoriell addiert die Tangentenvektoren einer Ellipse
ergeben, vergl.Abb.1.
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Abb.1: Prinzipielle Darstellung einer Ellipse in Normallage. Thre Gestalt ergibt sich als Gesamtheit der Berithrungs-
punkte ihrer Tangenten. Letztere werden aus der Addition der zueinander gehérigen Kreisumfangsgeschwindigkeits-
vektoren der Kreise mit den Durchmessern D1 und D2 erhalten.

Die Gestalt der gesuchten Ellipse ergibt sich als Gesamtheit der Berlihrungs-
punkte ihrer Tangentenvektoren. Letztere werden aus der Addition der zueinan-
der gehorigen Kreisumfangsgeschwindigkeitsvektoren W1 und W erhalten, de-
ren Verhaltnis ihrer Betrage sich im Beispiel der Abb.1 aus W1 = 2W, ergibt.



In diesem Fall wird von jeweils 8 auf dem betreffenden Kreisumfang gleichmaRig
verteilten StUtzpunkten der Tangentenvektoren ausgegangen. Die jeweils mit
gleichen Farben gekennzeichneten Umfangs-Geschwindigkeitsvektoren W1 und
W, werden entweder durch exakte rechnerische Vektoraddition oder vorzugs-
weise hinreichend genaue graphische Vektoraddition ermittelt. Beispielhaft ist
letztere flr die an der Horizontalen gespiegelten Positionen (dunkelrot) mit den
Winkelabweichungen von der Horizontalen plus bzw. minus 45° dargestellt. In
diesem Fall ist hierflr der Betrag der resultieren ortlichen Orbitalgeschwindig-

keit der Ellipse W =W;/1,25.
e |m Sonderfall, dass es sich um Bewegungen mit gleichen Durchmessern
D1 = D; handelt und damit auch deren Umfangsgeschwindigkeiten glei-
che Betrage haben, resultiert eine linear polarisierte Schwingung durch
den Kreismittelpunkt mit maximalen Auslenkungen D = 2D; = 2D, und
maximalen Geschwindigkeitsbetragen W = 2W; = 2W,.
e Andererseits liegt im Falle D, = 0 die Bewegung auf dem Kreis mit dem
Durchmesser D; vor.
Tatsachlich wird mit der hier dargestellten Methode die gleiche Ellipse
erhalten wie diese durch die Epizykeltheorie geliefert wird. Die Rickfiihrung
der elliptischen Bewegung auf 2 konzentrische Kreisbewegungen mit
unterschiedlichem Drehsinn bietet indessen die einfachere graphische
Darstellung und physikalisch verstandlichere Ableitung der Parameter.

2. Anwendung auf die Orbitalbewegung einer Wasserwelle an der
Wasseroberflache Gber begrenzter Wassertiefe d = 35m.

Als zweites Beispiel wird Bezug genommen auf die Orbitalbewegung einer Be-
messungswelle flir ein wellenbelastetes Pfahlbauwerk, das in einer Wassertiefe
d=35m steht, vergl. [3].
Dabei waren die folgenden Eingangsdaten fiir Tiefwasser mit Wassertiefen
d > L/2 als bekannt angenommen:
e Die Wellenperiode T =1/f = 15,1s als gleichbedeutend mit der Kreisperi-
ode der Orbitalbewegungen
e Die Wellenhéhe Hmax = 30m gleich dem Orbitalkreisdurchmesser
D1 =30m an der Wasseroberflache und
e der Orbitalkreisdurchmesser D, = 5,17m, der nach der vorliegenden The-
orie in der 2-fachen lokalen Wassertiefe d = 2:35m = 70m vorhanden ist.
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Abb.2: Graphische Ermittlung der elliptischen Orbitalbahnen in der Normallage mit horizontaler Hauptachse. Vek-
toraddition fiit das Verhiltnis D1/D2 = 30m/5,17m = 5,8/1. Dasselbe Verhiltnis gilt auch fir die Betrige der Um-
fangsgeschwindigkeiten Wi = 5,8W2und der Umfangsbeschleunigungen a1 = 5,8a2.

Im dargestellten Beispiel der Abb.2 ist es ausreichend nur auf die 4 Phasen-
punkte /2, m, 3% und 2w Bezug zu nehmen, die fiir die Ermittlung der unten

nachfolgen Ergebnisdaten bestimmend sind. Mit dem Verfahren wird nicht nur
die Gestalt der Ellipse ermittelt, sondern fiir jeden (beliebigen) Ellipsenpunkt
auch dessen Geschwindigkeitsvektor und Beschleunigungsvektor nach Betrag
und Richtung.
Zur Darstellung der elliptischen Orbitalbahn sind nur die beiden Kreisdurchmes-
ser erforderlich:

Di= 30m und D, = 5,17m.

Die Langen der Ellipsen-Hauptachsen ergeben sich daraus zu:

Horizontal: A=2a=D1+D,=30+5,17m =35,17m (1)
Vertikal: B=2b=D;1—-D>=30-5,17m =24,83m (2)

Wird die Normallage der Ellipse vorausgesetzt ist a die horizontale lange Halb-
achse und b senkrecht dazu die kiirzere Halbachse.

Zur Unterscheidung von der unten verwendeten Bezeichnung fiir die Orbitalbe-
schleunigung wird letztere als a mit tiefgestellter Indexzahl angegeben.

Mit der Kenntnis der Lange der Halbachsen kann die Ellipse mithilfe eines Zei-
chenprogrammes bereits hinreichend genau gezeichnet werden.



Analog zu der Ermittlung der Abmessungen der Ellipse aus den Kreisdurchmes-
sern werden auch die Orbitalgeschwindigkeiten W und Orbitalbeschleunigun-
gen a aus den betreffenden Formeln fiir die beiden Kreisbewegungen erhalten.
Die nachfolgenden Betragsverhiltniszahlen wurden anhand der betreffenden
Vektoradditionen bzw. Vergleichsrechnungen bestatigt.

D,= 0,172D, W,= 0,172W, a, =0,172a, (3)

Damit und mit der vorgewahlte Umlaufperiode T = 15,1 s lauten diese:

W, = %1 =0 _ 6242m/s und W,=0,172W; = 1,075m/s 4)

15,1
a, =W _38% _5597m/s?  und  a,=0,172a, = 0,447m/s? (5)
17,27 302 7

Die Betrage der resultierenden Orbitalgeschwindigkeitsvektoren W der Ellipse
ergeben sich an den Enden der kurzen Achsen als Maxima aus der Addition der
beteiligten zirkularen Umfangsgeschwindigkeiten zu

horizontal maximal: Wies = W1+W,= 1,172W; = 7,316m/s (6)
und an den Enden der langen Achsen als Minima aus deren Differenz
vertikal minimal: Wies = W1-W; = 0,828W; = 5,168m/s (7)

Die Maxima der Beschleunigungsbetrage a infolge der ermittelten Orbitalge-
schwindigkeiten ergeben sich parallel zu den langen Achsen als Maxima zu

ares =a1 + a2 = +3,04m/s? (8)
und als Minima senkrecht zu
ares = a1—ay =+2,15m/s>. (9)

Die obigen Resultate der Formeln (6) bis (9) befinden sind mit den Ergebnissen
unter Verwendung der linearen Wellentheorie nach Airy-Laplace (1842) bzw.
mit der vom Autor unter Erflillung des Satzes von der Erhaltung der Masse ver-
besserten Linearen Wellentheorie der ,exponentiell reduzierten Reflexion”
(ERR) in Ubereinstimmung [2].



3. Ableitung der Durchmesser D1 und D, zweier konzentrischer Kreis-
bewegungen aus den bekannten Langen der Halbachsen der ellip-
tischen Erdbahn (Kepler-Ellipse) und deren Umlaufperiode T.

Nachfolgend wird die vorliegende Theorie am Beispiel des Umlaufes der Erde
um die Sonne den Ergebnissen der bekannten Epizykeltheorie an die Seite ge-
stellt. Dabei werden die Datenangaben fiir die Beschreibung der Erdbahn aus
Wikipedia, (Lemma ,Erdbahn®), verwendet.

Nach der vorliegenden Theorie werden aus den gegebenen Langen der Ellipsen-
hauptachsen der Erdbahn die Durchmesser D1 und D; der konzentrischen Bewe-
gungen berechnet.
Aus dem Gleichungspaar (1) und (2) ergibt sich das Gleichungspaar (10)
und (11)

D1 =B+ D; =2b +(a-b) = a+b (10)

D, = (A-B)/2 =(2a -2b)/2 =a-b (12)

Wahrend die Lange a der langen Erdbahnellipsen-Halbachse der Wikipedia di-
rekt zu etwa

a = 149,598-10° km (12)
entnommen werden kann, wird mit der Verwendung der Exzentrizitat der Erd-
bahn

e =0,0167-a (13)
die Ldnge der kiirzeren Halbachse zu
b = 149,577 10° km (14)

erhalten.
Somit ergeben sich die Durchmesser der konzentrischen Kreisbewegungen zu

D; = a+b =299,175 10%km (15)
und
D,=a-b =0,021 10° km (16)

Demnach betragt das Verhaltnis
D1/D; =299,175/0,021 = 14246,42 (17)

bzw. ist
D,/D1 =7,019-10>. (18)



So kénnen nunmehr auch die Extremwerte der Orbitalgeschwindigkeiten Wyes
und die zugehorigen Orbitalbeschleunigungen ares analog zu dem in Abb.2 dar-
gestellten Beispiel ermittelt werden.

D, = 7,019-10>-D; W, =7,019-10°-W; a; =7,019-10°-a; (19)

D; =299,175 10°km (20)
und

D, =7,019-10°-D; = 0,021-10° = 21000 km. (21)

Fiir die Periode der ungestérten Erdbahn, berechnet nach dem 3. Keplerschen
Gesetz, wird hier (nach Wikipedia) von

T ~3,156-107 s ~ 365,2 Tagen (22)
ausgegangen.

Damit ergeben sich die Kreisumfangsgeschwindigkeiten zu
Wi =21 = :299,175-106/31,56-10° = 29,780925 km/s (23)

und
W, =7,019-10°-W; = 7,019-10°-29,780925 = 0,002090 km/s = 2,09m/s (24)

Demnach betragen die maximalen Orbitalgeschwindigkeiten parallel zu der lan-
gen Ellipsen-Hauptachse mit den vertikalen Abstanden b vom Ellipsen-Mittel-
punkt

Wires = W1+W,= (1+ 7,019-10°)-W1 = 29,781134 km/s (25)

und an den Enden der langen Achsen minimal (als Perihel- bzw. Aphel-Geschwin-
digkeiten)
Wies = W1-W; = (1- 7,019:10°)-W, = 29,778835-km/s. (26)

Ihr arithmetischer Mittelwert = 29,7810295 km/s weicht demnach von dem mit
29,7859 km/s (bei Wikipedia) angegebenen Wert ab der 3.Nachkomastelle ab,
was (teilweise auch) auf Rundungsfehler zurickzufiihren sein dirfte.

Die Orbitalbeschleunigungen sind:

9. = W2  886,903494
17 (D,/2) ~ (149.587.500)

= 5,928994067 - 10~®km/s? (27)

a,= 7,019-10%-a1 = 4,1615609- 10~'° km/s?. (28)
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Im Moment kann der Autor nicht einordnen, inwieweit letztere Ergbnisse fir
elliptische Bewegungen von Objekten im Weltraum oder von elliptischen
Bewegungen von Elektronen um den Atomkern nutzlich sein kdnnen.
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